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提 要 
本 文 较 详细 地 给 出 物理 上 的 规范 场 与 数学 上 的 主 纤维 从 上 的 联络 论 之 间 的 对 应 关系 ， 从 
而 以 联络 论 的 观点 统一 地 处 理 杨振宁 "所 说 的 规范 场 的 “微分 方法 ”与 “积分 ”方法 ， 并 指出 存 
在 有 更 广泛 的 规范 场 的 可 能 性 。 此 外 , 讨论 了 引力 场 如 何 作为 规范 场 及 比较 了 一 些 已 知 的 引 | 
力 场 方程 ， 


杨振宁 教授 在 一 次 学 术 报告 "中 查 到 , 有 些 人 认为 规范 场 的 理论 可 能 与 纤维 从 的 理 
论 有 关 , 然而 迄今 似 还 未 有 人 以 纤维 丛 的 观点 较 系统 地 处 理 规范 场 的 理论 . 从 数学 和 物 
理 的 发 展 过 程 可 以 看 出 ,把 新 的 数学 概念 与 新 的 物理 概念 联系 起 来 似乎 是 有 益 的 。 例如 
RWS ILA ST MAM, Hilbert 空间 与 量子 理论 . 本文 尝 试用 主 纤维 从 的 联络 理论 ， 把 
Yang-Mills 场 外 的 Utiyama5 “微分 "方法 推广 的 规范 场 与 杨振宁 " 积分 方法 推广 的 规范 
场 统一 地 处 理 , 从 而 指出 有 存在 比 矩 阵 李 群 更 广 的 规范 场 的 可 能 性 . 此 外 ,正如 杨振宁 教 
授 所 指出 的 那样 Utiyama( 可 能 包括 Kibble!) 在 把 Einstein 引力 场 纳 入 规范 场 的 框 染 时 ， 
是 把 “传统 ”的 规范 场 的 做 法 作 了 一 些 修改 ,而 在 这 里 说 明 可 以 按 传统 的 办 法 把 Einstein 
引力 场 纳入 规范 场 的 框架 . 关于 这 一 点 ，Sciama MM SIRS, 虽 未 较 具 体 地 说 明 . 我 们 
首先 从 电磁 场 的 四 维 势 4, 的 洛 伦 兹 协 变 的 定 域 化 出 发 ， 而 引力 场 作为 规范 场 目 然 地 
引入 .这样 , 当 不 游 虑 引力 场 的 " 自 旋 "时 ， 就 自然 地 导致 Einstein-Maxwel WHE, TÆ 
引力 势 作为 联系 于 Cassociated to) 切 同 量 纤维 丛 的 主 纤维 从 的 联络 出 现 ， 而 电磁 势 A, 
作为 切 向 量 从 的 一 截面 (section)。 然后 我 们 指出 ， 一 般 的 物质 -引力 场 亦 可 以 同样 处 
理 ， 

但 是 ,关于 规范 场 的 自由 场 方程 应 是 什么 形式 还 没有 定论 .目前 多 是 类 比 已 知 为 正确 
的 物理 场 方程 的 推广 ， 由 不 同 的 物理 芳 感 出 发 , 可 以 有 不 同 的 场 方 程 ,最 终 还 楼 由 物理 实 
验 去 判定 那 一 种 正确 ， 所 以 本 文 的 内 容 实 际 上 可 分 为 两 部 分 : 第 一 部 分 属于 从 主 纤维 从 
的 联络 论 的 观点 处 理 规 范 场 ;第 二 部 分 属于 自由 规范 场 方程 的 讨论 . 在 第 二 部 分 末 , A A 
由 引力 场 为 例 , 从 不 同 的 场 方程 看 看 平行 射线 平面 波 (pz 波 ) 的 精确 解 之 间 有 什么 差 弄 ， 

关于 第 一 部 分 ， 本 来 可 以 用 现代 数学 常用 的 更 抽象 的 术语 与 符号 精练 地 来 叙述 ， 然 
而 为 了 便于 与 现代 物理 规范 场 的 常用 符号 联系 ,也 为 了 较 易 于 为 物理 学 工作 者 所 接受 ,这 
里 宁愿 采取 较 繁 、 而 较 具 体 的 局 部 坐标 描述 方法 ， 以 满足 于 仅 引 用 文献 来 指出 如 何 与 抽 
象 的 描述 是 一 致 的 ， 


* 1973 年 3 月 12 日 收 到 . 
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一 、 主 纤维 从 的 联络 与 规 郊 势 


首先 简 括 地 提 一 下 有 关 的 主要 几何 概念 的 轮廓 。 至 于 这 些 概念 的 公理 化 定义 , 读者 
可 以 参阅 文献 [6 一 91. 

一 个 = 维 微 分 流 形 对 是 由 一 些 盖 过 M 的 开 子 集 (U,V, W, ---} 以 适当 的 方式 拼凑 
而 成 的 ， 这 些 开 子 集 的 每 一 个 V0， 都 可 以 看 作 是 4 维 实数 空间 R 的 一 开 集 ， 即 有 一 有 映 
RA pv HEU —— HERA R 的 开 集 。 如 点 x E 口 ， 则 pole) 在 R” 的 坐标 叫做 x 点 的 局 部 
坐标 ,在 不 致 产生 混淆 时 , 我 们 常 把 * 点 和 它 的 局 部 坐标 等 同 起 来 . 如 果 xe UNV, M 
Quy = Ppr! 把 x 点 在 V 的 局 部 坐标 映 为 + 点 在 忆 的 局 部 坐标 ， 即 是 一 局 部 坐标 变换 . 
若 这 种 坐标 变换 是 可 微分 的 ，M 就 称 为 微分 流 形 , 局 部 坐标 变换 的 集合 {puv} 就 是 把 开 
SU, V, W, +++ 拼凑 超 来 成 为 流 形 M 的 方式 ,显然 适合 

Purpvw = Puw, A UNVOW #0, 
例如 若 每 一 坐标 变换 por 每 是 实 解 析 的 , 则 MM 称 为 实 解 术 流 形 ， 

一 + RER GE r 维 实 解析 流 形 同时 是 一 群 ， 即 G 的 任 两 点 o 与 了 可 定义 一 乘法 
orE G， 对 此 乘法 G 成 为 一 群 ， 此 外 , 要 求 cr 作为 G 的 点 ， 它 的 坐标 F, ee, o, Ti, 

e, T) 是 o 点 的 坐标 o 与 了 点 的 坐标 ra = 1, 0, r) ARRIAZU 这 里 为 方便 
起 见 , 常 把 局 部 坐标 简称 之 为 坐标 .， 

一 主 纤维 从 P 了 是 由 一 微分 流 形 M 的 一 开 庶 盖 (U,V, W, -t 及 一 李 群 与 此 遮盖 
的 开 集 的 拓扑 积 的 集合 {U X G, V XG, W XG, ej, 以 适当 的 方式 把 拓扑 积 的 集合 
Prem GER, XEU, V, W, ++ 作为 点 集 时 容许 彼此 有 相同 和 的), 即 对 任 两 开 集 的 
交集 UNV 关 0 时 ， 有 一 可 微分 映照 pur: UNV >G. HA C, 0) €UXG 与 点 (y, T) 
EVXG 适合 x+ =y, C= purr, 此 两 点 称 为 等 价 , 视 为 同一 的 点 。 Pur 就 是 把 U x 
GV X G 并 次 起 米 的 方式 ,串联 接 阅 数 《transition function)。 为 了 不 产生 矛盾 ,要 求 联 
FARRE (pov) 适合 

puv «)pyw@®) = puy) A cE UNVNW, (1.1) 
我 们 把 {U X G, V X G, W XG, -} 的 点 按 上 述 的 等 价 关 系 分 为 等 价 类 , 每 一 等 价 类 
看 作 是 一 点 。 这 些 点 所 成 的 空间 了 叫做 以 M 为 底 空间 ，G 为 结构 群 的 主 纤维 从 PLM G) 
的 从 空间 ?由 此 目 然 地 有 一 肌 照 x:P 一 M 叫做 投影 , 即 把 P 中 以 《x, o) 为 代表 的 等 价 
XEM HAJ x 点 . PI AR xe) 称 为 x 点 上 的 纤维 在 不 致 产生 泥 淆 时 ,我 们 常 
以 了 的 等 价 尖 的 代表 (x, o) 表示 此 等 价 类 ,并 以 《x, o) EU X G 的 局 部 坐标 作为 此 等 价 
类 的 局 部 坐标 ， 这 样 多 见 了 成 为 一 微分 流 形 ,其 维 数 是 + ton, 其 中 ?与 4 分别 是 G 与 M 
的 维 数 ; 此 外 , r 是 一 微分 上 映照。 对 任 一 rE G, 可 定义 一 微分 映照 Rr:P 一 > 了 称 为 右 移 ， 
把 以 (x, o) EU X G ATR PIA IRA Ce, or) €U X G ARERI PRIA. 

最 简单 的 主 纤 维 从 的 例子 是 开 遮 盖 中 只 有 一 开 集 U =M, TERA — ERAK 
Purl) = ele 是 G 的 么 元 素 ), 于 是 P =M X G, 叫做 显然 的 《trivial) 主 纤 维 从 . 但 是 


D 实际 上 ,我 们 把 纤维 从 的 构造 定理 (例如 见 文 献 [61 , 14 页 或 文献 [81, 18 页 ) 作 为 纤维 从 的 定义 ， 
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空间 为 P 二 M X G 的 主 纤维 从 PKCM，G) 的 联接 函数 不 -一定 显 然 的 只 有 一 个 poule) 
=e, PHRMA RE U, V, W, h, HARA RRAU SV HW = --- 
一 M， 对 每 一 5 取 一 任意 的 微分 映照 pu:U > G, 而 对 任 两 个 开 集 U 与 V, M pur) 
= put) [py@) 1, WH LU xX G,V x G, +++} EWR eA he P=MXG, 
ALA U Xx G 的 每 一 点 必 等 价 于 VX GRR. IR. XR Ae puv 可 以 是 
仕 意 的 鼎 让 入 G6 的 映照 ， 这 个 例 的 重要 性 在 于 迄今 为 止 大 部 分 (包括 引力 场 在 内 的 规范 
场 可 能 除外 ) 物理 上 所 芳 虑 的 规范 场所 对 应 的 主 纤维 从 , 都 是 这 种 主 纤维 从 .联接 函数 
uve) 即 物 理 上 的 定 域 化 《数字 上 叫 局 部 化 〉 的 规范 变换 (gauge transformation) 可 以 是 
EERI. Pia, Yang-Mills 及 Utiyama 所 推广 的 规范 变换 就 是 如 此 ， 并 通常 取 M = Rt, 
那里 的 规范 势 即 为 主 纤维 从 上 的 联络 Connection), 虽然 从 空间 PF 一 M XG 是 显然 
的 ,并 仅 考 虑 了 群 G 为 矩阵 李 群 ,但 由 于 联接 阔 数 非 显然 的 ,联络 就 非 显 然 的 . 把 规范 场 
的 理论 与 主 纤维 从 上 的 联络 理论 之 间 的 关系 弄 清 楚 ， 就 看 到 有 在 一 般 的 主 纤维 从 POM, 
G) 上 建立 更 广泛 的 规范 场 理 论 的 可 能 性 , 特别 是 芳 感 引力 场 包括 在 内 的 规范 场 时 ,一般 
的 主 纤维 从 概念 是 必须 的 ， 

主 纤维 从 PLM，G) 上 的 一 联络 了 是 对 MM 的 让 六 (U, V, W, e) ERAR U, i 

定 rn PRM) Ca 二 1 rs m= lc, n), 它们 对 x EU 的 局 部 化 标 x* 古 可 微 
分 的 ， 并 满足 如 下 的 关系 : 若 Tekx) 是 在 另 一 开 集 了 上 给 定 的 rn TAR, xE V 的 局 部 
坐标 为 x**,， 则 当 x EUNV 时 ,有 


cy Wy _b 
rp ČE = (Ad pur x) + vA pork)) See), (1.2) 
x x 


其 中 Ad olo € G) 是 李 群 G 的 伴随 (adjoint) 表示 , 当 G 的 李 代数 S OPEN GIN ATR e 所 
的 切 空间 ) 取 定 一 组 基 T, 局， 

Ado - Ta = (Ado)iT;; 
Puy 是 主 纤维 从 PCM, G)TEUNV FE MOP RELA BL, pori) Æ pure) EG 的 局 部 坐 
bis valo) 是 


uilo) = | oran) (1.3) 


的 方 阵 之 道 方 阵 的 元 素 . 这 里 flo, r) Ko, rE G 的 乘积 or 的 局 部 坐标 ， 取 7, 使 得 


a 
g? Jems 


这 样 定义 的 联络 与 抽象 的 联络 的 定义 (例如 见 文 献 [7, 8]) EA, AA det R 
《1.2) 式 两 边 并 对 指标 求 和 ,得 
Tdx* = (Ad purl) T dx" + vC pur (x) ddepiv@). (1.2) 
由 此 变换 关系 可 知 ,在 了 P 上 可 以 如 此 的 构造 7? 个 一 次 微分 式 ,在 以 (x, 0) 为 代表 的 点 定义 
为 


T, = | uk 
u ar 


w = (Ado? er hdxt + vilo )do’, (1.4) 
这 是 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 的 一 次 式 ,并 且 对 P 了 中 的 右 移 变换 Rr e G) 有 如 下 关系 : 
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(Ad(or) Todx* + vi(ar)df’Ca, r) 


= (Ad rf (Ad oT Ede” + vi(o)do’], (1.5) 
w 称 为 P 上 的 联络 式 (connection form), iff (1.4) 式 中 出 现 的 o3(o)do’ 是 G 上 的 左 不 变 


微分 式 . 
物理 上 常用 的 李 群 G 是 矩阵 李 群 , 郧 其 元 素 o 是 m X m HE, KNER Ta JF 
RZJ mX mM. BUT. 乘 (1.2) 式 两 边 并 对 指标 4 RA, Mag m X m 方 阵 


La = TiTa, 
可 得 
r, = pyy(2)“Tapyy(e) + Poy (47 Seu) (1.2)” 
y” xy” 


通 钟 物理 上 暂 不 考虑 邓 的 坐标 变换 ， 即 只 讨论 x* = OTR, HAD pure) = S@) 
称 之 为 定 域 化 规范 变换 ,于 是 上 式 可 写 为 


. = SPS + s7 oe (1.6) 
由 此 变换 关系 可 知 ,联络 2 即 物理 上 称 为 规范 势 者 ( 见 文献 [2, 37). 
对 任 一 主 纤维 从 PCM, G) 上 的 联络 工 可 定义 曲率 张 量 : 
— OF, Ore 


-一 上 十 CT， 1.7 
Ox! Ox” (1.7) 


其 中 CL 为 李 代 数 @ 对 于 基 T, 的 结构 常数 .可 以 证 明 , 曲率 张 量 对 PP 中 的 局 部 坐标 变换 
有 如 下 关系 : 


Fiy 


Fi2 Dx Ox’? 
Ox* Ox” 
物理 上 称 曲率 张 量 为 规范 场 ,因为 当 G 为 矩阵 李 群 时 ,以 了 。 乘 (1.7) 式 两 边 , 对 指标 
a KAI, Shap 


= (Ad Puy (x) $F aw, (1.8) 


F = F&T a, 
得 
人 Oe eee. (19) 
Ox" Ox” 
当 取 x’ = rt, puv (xe) = S) 时 , (1.8) 式 化 为 
FS TFS. (1.10) 


Xe Fh LA AI RRA. 
物理 上 引进 规范 势 的 传统 原因 是 考虑 物理 场 量 xX“(x) 的 常数 规范 变换 : 
X' “(x) = SEX? (xX), 
HR (SE) xe TE SE GAY m X m BORE. 这 里 指标 A, B, +++ 表示 由 1 到 x; 
指标 a, b, 0e 表示 由 1 到 rs 指标 py, v, 表示 由 1 到 w.。 当 芳 虑 到 规范 变换 的 定 域 


化 , 即 认为 Sf 不 再 是 常数 而 是 依赖 于 * 时 , 那么 oe 不 再 是 协 变 的 , 因为 


"A B A 
OLA _ ga OX? q OSs 


y2 
Ox* Ox* Ox 
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KA WS 22 5 | EA ra CIRKA), 使 之 能 够 定义 协 变 微分 . 

数学 上 这 上 自然 导致 引进 联系 于 Cassociated to) 主 纤维 从 PCM, G) 的 纤维 从 ECM, 
F, G, P) 的 概念 , 此 即 顾 是 普 维 微分 流 形 ，G 是 可 以 作为 的 李 变 换 群 。 对 MM 的 开 追 盖 
{U, V, W, e), 把 与 F 的 拓扑 积 的 集合 [U xF, V XF, WX F,---} A PCM, G} 
的 联接 函数 (pur) FRE eR: Ce, ED EU X 了 与 () DEVX F 认为 是 等 价 
的 ,如 朱 有 >* = y KES pur) 按 此 等 价 关 系 把 拓扑 积 集合 中 所有 的 点 分 为 等 价 类 ， 
每 一 等 价 类 看 作 是 一 后 ， 这些 反 所 成 的 空间 命 之 为 , 称 为 联系 于 PM, G) 的 以 F 为 纤 
维 型 的 纤维 从 ECM, F, G, P) 的 从 空间 ， 有 一 目 然 的 映照 xs:E 一 M 叫做 投影 。 把 
(x, 5) EU X F 的 局 部 坐标 作为 中 以 (x, E) 为 代表 的 等 价 类 的 局 部 坐标 , 易 见 成 为 
m+n 维 微分 流 形 ,而 ze 是 一 微分 映照 ， 

特别 取 F 是 r 维 向 量 空间 . 设 统 是 李 群 G 的 mw 阶 表示 , 即 对 每 一 oc€ G Bm BE 
SHE Hle) 可 微分 地 依赖 于 c。 此 外 , Bor) = Blo): R(t), 4o, TEC, 我 们 定 
Mok = Blok, Hrh ie FALE m x 1 矩阵 ,于 是 G 可 以 作为 的 李 变 换 群 。 因 之 可 
定义 联系 于 POM, G) 的 以 F 为 纤维 型 的 纤维 从 E(M, F, G, P). 

设 X 是 ECM, F, G, P) 的 一 截面 , 即 是 一 微分 映照 X:M > EEG ak) = x. 对 
任 一 *e M, 由 于 X(x) CE, 它 在 E 的 局 部 坐标 可 写 为 《x*, XA(x))， 其 中 作为 xED 的 
局 部 坐标 , X4 为 下 中 的 局 部 坐标 . 由 此 可 见 , A Cx, KIG) 是 X(x) 的 男 一 局 部 坐标 ， 
其 中 x* 是 x CV 的 局 部 坐标 , 则 有 

Xi = (Rx) EN, (1.11) 
X44(x) 称 为 M 上 的 A AREH. 
给 与 PCM，G) 上 的 联络 ,可 定义 X“ 的 协 变 微分 为 


Ki 0 ERE (1.12) 
Ox" 
其 中 
Tp KR 430 os (1.13) 
这 里 Kp fe ih BX, 定义 为 
K 45 — | Boone ; (1.14) 
Oa? 5 一 
不 难 证 明 , X4 的 协 变 微分 Xina 仍 是 协 变 的 , 即 对 互 的 坐标 变换 有 如 下 关系 : 
a a = (Bur (*)) 8X ius (1.15) 
x” 


4 R= Ad 是 伴随 表示 时 , 易 见 
Ro Oa es 
即 是 李 代数 © 的 结构 常数 . 
又 特别 当 G 是 m X m MER, Z 是 便 同 表示 , 即 弦 (o) 一 o。 命 SC*) = purl), 
FE (1.11) 式 化 为 
X4 = SA(x) Xs 
当 取 x 一 x It, (1.15) 式 化 为 
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Xia = SEM iy, (1.16) 

这 说 明 物 理 上 的 规范 变换 S) 即 主 纤维 从 上 的 联接 水 数 guv(x)， 在 此 情形 , AH 
IEeEG 的 坐标 为 对 于 李 代 数 G@ 的 正则 坐标 《canonical coordinate), BE 
p= ele Slt oT, + ar a detii 


则 由 Ro) = o 知 (1.14) 式 定义 的 第 数 
Rn (1.17) 


是 方 阵 了。 的 矩阵 元 . 


EZER, 还 须 提 到 对 任 一 主 纤 维 从 PCM, G) 的 联络 了 所 定义 的 曲率 张 量 (1.7) 式 ， 

可 以 证 明 它 必 适 合 Bianchi 恒等式 ， 
OFS, OFS, OF ia 

Ox Ya + Ax’ 
AURZSIA)M E&E RSR, AE ALK ES 8g,,,， 则 可 定义 曲率 张 量 Fio 的 协 变 微分 为 


+ Cph TSIFS, + FS + TF3) = 0. (1.18) 


Be ae ce, COD ee a wh 
A eg E Ch TIE 人 a Fags (1.19) 
其 中 
p 1 Ogi O guy Ee) 
— + pv E HY lt = Ne 
Land 2 $ = Ox" Ox” 
是 Christoffel 符号 .于 是 (1.18) Ka BH 
F avji 十 Fiia t Fiane ~ 0, (1.20) 
特别 当 G 为 征 阵 李 群 时 , 以 了 T。 乘 (1.18) 式 两 边 并 对 指标 < 求 和 ,得 
OF ae OF vA OF in 


十 = + LTr, Ewid + lL,, Fal +l, Fiz] = 0, (1.21) 
Ax! Ax" Ax? $ i i 4 


其 中 [R, S] = RS — SR, S,R Am X mHE, i 


Fa = F4,T,. (1.22) 
“MERSIN, (1.21) 式 可 写 为 
Fará T Forna 十 Fiai = 0, (1.23) 


tr 


\ 


Pies aor, Fol — | 4 fF — Pas 
Ox 


二 、 平 行 移动 与 规范 场 的 “积分 ”方法 


现 设 POM, G) 是 任 一 主 纤维 从 。 底 空 间 M 的 一 曲线 7 的 提升 , 即 一 映照 p:y oP 
适合 rp(x) =x, re xy, 

设 给 与 PLM，G) 的 一 联络 T,，U AMF RB FR, i) 是 在 U 定 义 的 联 
络 . 取 忆 适当 小 , 使 对 任 一 在 U 中 由 4 点 到 C 点 的 曲线 vir = cD, pS t <n, 我 们 把 
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站 
它 水 平地 提升 为 了 上 的 由 (4，co) 为 代表 的 点 出 发 的 曲线 7* 如 下 : 7y* 上 的 以 (x, c) 为 
代表 的 点 , 它 的 坐标 是 如 下 方程 : 


a = Pi) XE, =C) (2.1) 
适合 初 值 oC) = of 的 解 ,其 中 
Xs = X3T,, Xo) = (Ad onto), (2.2) 


后 省 是 G 的 由 了 .产生 的 右 不 变 向 量 场 在 o 点 的 分 量 . 由 微分 方 查理 论 知 ,此 方程 组 的 解 
是 存在 而 且 是 唯一 的 . y* 达到 的 点 , BILL CC, o) 为 代表 的 点 , 称 作 以 (4，co) 为 代 
ae) ate HA A BC 的 曲线 7 的 平行 移动 。 由 (1.2》 式 易 知 , 方程 (2.1) 对 于 从 空间 了 的 局 


部 坐标 变换 是 不 变 的 ， 此 外 , 当 re G 时 ,以 SOD R (2.1) 式 两 边 ， 并 对 指标 。 求 和 得 


Beor a TR E, (2.3) 
at dt 

这 表明 方程 (2.1) 是 右 移 不 变 的 。 它 的 几何 意义 是 : 若 曲 线 Y*:x = r0), o = oU) 是 曲 
ERY M CA, o) (为 代表 的 ) 点 出 发 的 水 平 提升 , 则 曲线 y*r:z = xG), o =o) 是 曲 
$27 FCA, oor) 点 出 发 的 水 平 提升 、 由 此 得 知 ,水 平 提升 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 ; 此 外 ， 
若 《B, o) 点 是 《4, o) 点 沿 曲 线 7 由 4 到 8B 的 平行 移动 , 则 《B, or) At CA, oor) AW 
曲线 7 由 4 到 8B 的 平行 移动 . 

我 们 把 解 U) 代入 方程 (2.1), 两 边 冬 de 并 从 0 到 : 积分 之 ,得 


eer E | rex) Xia) dee, (2.4) 
上 式 右 边 出 现 的 积分 ,实际 上 是 沿 曲 线 7 由 4 = r) 到 B = 2) 点 的 积分 , 我 们 写 为 
of = of 一 | TXI odz", (2.5) 


特别 取 o DIER GAT OR Ta EAI, 并 取 初 值 中 一 0， 此 时 o = o) = e, 


T, = — | TEX (o) dx, (2.6) 
命 exp:6 > G 是 把 李 代 数 久 上映 入 G 的 指数 映照 ,并 命 
Pp, = exp 一 T2XvCo)are|， (2.7) 


实际 上 ， 所 指数 上 映照 的 定义 ， za = exp oT, = 0 
显然 Bp4 SWR TEX. 由 于 水 平 提升 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 , 铝 7Y 落 在 M NEG 
HALI EV p, T 是 在 了 定义 的 联络 ,相应 有 
由 ay 一 exp 一 | r2x.(o')ae"4|, 
则 必 有 
Des = SCH) Pras Cro), (2.8) 
其 中 S(x) = Puv (x) 是 UNTV HE RIRKA eA EK, t= A,x = B, 
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又 由 《2.7) RA: 
Ọran. n 一 exp[— TX,( Pps)dBr*) 
(这 里 凡 4B* = de 的 高 阶 无 穷 小 项 皆 略 去 之 )。 Bi Oia Os, 的 正则 坐标 , 则 由 上 式 
Ala: 


Obran, n = — TEX Ops) dB", (2.9) 
特别 当 G 为 矩阵 李 群 时 ,指数 映照 exp 即 普通 的 方 阵 的 指数 国 数 , 故 由 《2.9) AA 
rtan, e 一 etn, Ba 一 I 一 TX dx”, (29) 


此 外 , 据 Pea WER, PEG, e) (为 代表 的 ) 后 沿 曲 线 7Y 由 4 到 C 的 平行 移动 为 
(B, ea) 点 .由 于 方程 (2.1) 是 右 移 不 变 ,《B, ¢ + Ons) AH y 由 B 到 CC 的 平行 移动 
I CC, es’ Oey) 态 。 册 方程 (2.1) 的 解 的 唯一 性 知 ; 
Dox Ong = Oca, (2.10) 
Dra 的 性 质 (2.8 一 2.10) 式 可 以 作为 PM, G) KS, Be CC cL). 
此 即 要 证 明 : 
若 在 主 纤维 从 PCM, G) 中 ,对 M 的 性 盖 的 每 一 开 集 忆 内 , 任 一 过 4 与 孔 点 的 曲线 7， 
都 对 应 有 一 李 群 G 的 元 素 Pen, 与 曲线 7 有关 ,使 得 曲线 7 的 提升 : B> AG, O54) 为 
代表 的 点 ,是 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 , 即 
GQ) 当 Y 同时 冰 在 愉 的 让 盖 的 男 一 开 集 内， 在 VV 中 相应 的 李 群 G 中 对 应 的 元 素 为 
Ora, EA 
Pra = SC) Daas x0), 
其 中 S(x) = poy (*) EE UNV 定义 的 联接 函数 ;此 外 ， 
(2) @Bsras,s 的 正则 坐标 Oitas, s 是 线性 依赖 于 7 的 切线 方向 , 艺 
PB a8,8 一 —T XC Oz )d B", 
(3) 当 曲 线 7 经 过 上 中 4, B,C 三 点 , 恒 有 
Der > Dra = Oca, 
则 474} EXT PM, G) 上 的 一 联络 (或 规范 势 ), 并 使 得 


Osa = exp | 一 | TEGNA Dy) de | 
实际 上 ,由 (2) 知 , Pis = 0 BN Öp = e; 由 (3) 知 , Cis = O73), AKSE 


P54 a8, B =; Pas as, AP aA = exp PE aB, wl ” Exp (—O$4T,) 


a 一 下 
= exp 1f?( Oz. ap, ay O54)T,} = exp {| 2A eo Pas) 
T 


(Co a-ha) Ta}. 
上 面 末 式 是 略 去 高 阶 无 穷 小 项 ,所 (2) 可 推 得 
Ozas, n — C84 一 =I (Oss ) | SEs | dx” = —TEXi Ora dx", 
OT Te 


dP 
at 


Uh (3), @84 = (Pac + Oca)’, AERA ER, AA XO) 是 右 不 变 向 量 场 , 可知 必 须 有 


= —I°(x, Ds) XU Po) EE, 
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Lie, DscDe a) ae Pix, Dac). 
特别 取 B = C 时 ， 
TEC, Bp4a) = Tits, e). 


XER T 仅 与 有 关 , 故 有 
dza 2 Fe x a dx" 
Po T(x) XE Psa) a (2.11) 
当 曲 线 Y 落 在 另 一 开 集 中 ,同样 可 有 
dD iiuna T'o x a r dz” 
ae Pet ) XE Dra) FA r 


EO), Da = (SPS 一 Se), AZRA (2.11) 式 并 注意 (2.11) 式 是 右 移 不 变 
的 ,可 以 得 出 Te 与 Th 的 关系 为 


ð 


ty b 
rs SET = (Ad STE + 4s) 3 
xt 


Axt ` 


因此 ，{Ts} 定义 了 POM, G) 上 的 一 联络 ， 此 外 ,由 (2.11) 式 的 积分 得 
Pra = exp Ey PX,(Pradde"|, 


这 证 明了 联络 (或 规范 势 ) 的 两 种 定义 是 完全 等 价 的 . 
有 兴趣 的 是 , 当 曲 线 7 是 从 4 点 出 发 又 回 到 4 的 口中 的 闭 曲 线 时 , 命 


Dy = exp |-| T2Xodxe|. (2.12) 
Y 


它 定义 了 4 点 上 的 纤维 A) 的 一 个 映照 : A A, o) 为 代表 的 点 一 > 以 《4, Dro) 为 
代表 的 点 , 即 Or 可 看 作 是 4 点 的 工 的 和 乐 群 (holonomic group) 的 元 素 ， 特别 当 闭 曲线 7 
可 以 在 U 中 的 一 个 曲面 上 连续 地 收缩 为 一 点 时 , Or 是 4 点 的 了 工 的 受 约 Crestricted) 和 乐 群 
的 元 素 。 此 时 可 利用 Stokes 公式 得 


Dy = exp || ACTIX Cod) 


k 


= exp i-| Ory X dx, dx’ + T; 
| Ox” 


S 


OX, 


Oo? 


doda’), 


以 (2.1) 式 的 dot Be (2.2) 式 的 X。 代 入 上 式 , 得 


1 or? or? ”人 T OX? axe f js 
p= ap [1 [j [2 — 208 — ras (284 xi- 282 x) rere 
i D 2 Ox” Ox? Oo! Oo! oe 


S 


由 于 X。 是 G 的 右 不 变 向 量 场 , 恒 有 


Oe oor OXE ov yt sae 
xX’ Oot Xa Oat CiaXi, ( ) 
利用 上 式 及 曲率 张 量 的 定义 (1.7) 式 有 
= ex _ 2 x x” 2.1 
0, exp | || zx Xd |. (2.14) 


S 


此 公式 首先 是 杨振宁 "所 证 明 的 ， 


三 、 引 力 场 作为 规范 场 ” 场 方程 时 疯 论 


设 4,(x) 是 狭义 相对 论 的 ,对 四 维 坐 标 x* 的 变换 为 洛 伦 兹 协 变 的 回 量 场 《 例 如 电磁 
AD., 在 时 空 的 每 一 点 * 取 分 别 平行 于 各 坐标 轴 的 4 PB Cem) = A, 0, 0, 0), 
Cet) = (0, 1, 0, 0), Ce&)) = CO, 0, 1, 0), Cet) = CO, 0, 0, 1), BN eco 一 Oa. Letart 
称 为 在 * 点 的 标 架 (tetrad, vierbein), BIZE x 点 的 一 个 惯性 参 芳 系 . 命 

A(x) = A(x) el. (3.1) 
这 称 为 向 量 场 Aa 对 标 架 {ety} 的 分 量 . 在 现在 的 情形 Aa = Aa 
若 对 每 一 点 * HBS A Gre AER ERR: 
ed) = tales (3.2) 
易 见 , 回 量 场 对 于 新 的 标 架 的 分 量 为 
A, = Ål, (3.3) 
但 是 , 若 我 们 认为 没有 物理 上 的 理由 假定 时 空 的 每 一 点 * 的 惯性 参 芳 系 都 是 一 样 的 ， 
即 eta) 没有 理由 认为 是 常数 , 改 为 etokx) 是 依赖 于 x 的 , 即 仅 是 局 部 的 惯性 系 ， 则 目 然 地 
没有 理由 认为 每 一 点 的 惯性 系 的 变换 部 是 一 样 的 ,而 把 (3.2) 式 改 为 
eax) = etle) lale. (3.2) 
这 里 UG) 是 矩阵 元 依赖 于 zx 的 洛 伦 兹 方 阵 . FRA RYE BK 
系 式 (3.3) BABA 


Aq = Apls(x)., (3.3) 
不 过 这 时 上 面 关 系 式 的 偏 微 分 : 
Ap A 有 
OA, = OAs 18 ae Ai OD 
Ox” Ox” Ox” 


不 再 是 对 定 域 化 的 洛 伦 兹 变换 是 协 变 的 ， 有 必要 引进 规范 势 Te 来 定义 协 变 微分 , 使 后 
者 是 协 变 的 , 这 就 要 求 规范 势 有 如 下 的 变换 关系 : 


Pip = Teil + LES, (3.4) 
而 定义 协 变 微分 为 
好 is Ode wa (3.5) 
这 里 L$ 是 8) AED ee. 
重要 的 是 ,惟有 承 认 有 局 部 惯性 参 芳 系 {etw(x)}, 立刻 导致 存在 有 度 规 : 
d? 一 gyydx"dx’, (3.6) 


ALTARS PUI gw 是 由 标 染 产生 : 

gw = eeD 十 CMe 4 Mel — ee, (3.7) 
这 里 eg? = ex) 为 协 变 标 架 , 是 (eho(x)) 的 道 方 阵 的 窃 阵 元 。 注 意 度 规 (3.6) 式 与 标 
染 的 变换 无 关 ， 度 规 的 出 现 隐 含 了 时 空 的 “弯曲 ”, 或 引力 场 的 出 现 . 此 外 , 度 规 的 号 差 
(signature) (AAR (+, +, +, —). P Synge〈 文 献 [10] 序 言 ) 的 等 效 原理 的 观点 (这 对 
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数学 家 是 最 容易 接受 的 ), 这 可 看 作 就 是 等 效 原理 , 这 样 ,只 承认 有 局 部 惯性 参考 系 , 立刻 
其 次 , 男 一 重要 的 推论 是 ,局 部 惯性 参考 系 eola) 引进 后 ,自然 地 容许 任意 的 坐标 
变换 。 因为 向 量 场 4,(x) 对 坐标 变换 是 协 变 的 , 标 架 ely Ce) 对 每 一 固定 的 a, 其 坐标 变 
MERKI, 故 Ae) = 4,(x) cf(x) 对 坐标 变换 是 一 标量 , 并 对 任意 的 坐标 变换 也 是 
ME. 这 是 由 于 当 我 们 作 任 意 坐 标 变换 
g G ag a g 
时 , 相当 于 经 典 力 学 引进 三 维 广义 坐标 g, P gs 不 过 现在 是 四 维 的 广义 坐标 ,可 以 如 经 
典 力学 引进 广义 动量 一 样 引 进 广义 场 量 : 
Akg) = Ae) SE, A) = eta (x) 22 
ðq” 


n 
Ox” 


由 此 可 见 
A, Ce)etal*e) 一 A(q) eq). 
REX, 上 式 等 于 4,(x); 此 表示 Aa) 只 与 x 点 有 关 , 与 * 点 的 化 标 选取 无 关 ; 这 是 说 
采用 对 于 局 部 惯性 系 ， 即 对 于 标 染 (ewo) 的 场 的 分 量 描述 物理 量 , 是 与 坐标 的 选取 无 
关 , 可 以 容许 任意 的 坐标 变换 ， 这 就 隐 含 了 广义 协 变 原 理 . 
但 是 Einstein 的 广义 相对 论 除 了 等 效 原理 与 广义 协 变 原 理 以 外 , 还 要 有 另 一 假设 , 即 
关于 场 方程 的 假定 。 按 Einstein 的 建议 ,自由 引力 场 方程 可 由 变 分 


5 [RV gd'x = 0 (3.8) 
而 得 ,其 中 g = det (gw)， 尺 是 标量 曲率 , CEMA 
R = F Burete P 25 (3.9) 


其 中 FA。 (1.22) 式 定义 的 方 阵 F。 的 矩阵 元 。 Sciam” 亦 这 样 建议 . 
引力 场 作为 规范 场 来 处 理 , 自然 要 求 (3.8) 式 的 变 分 是 对 规范 势 Te 的 变 分 ， 但 是 ， 
由 于 度 规 张 量 eu 的 存在 ,自然 地 有 一 黎 曼 势 , 即 黎 曼 联络 : 
rata = ek Olt d f E elect, (3.10) 
习 知 ,两 联络 之 差 是 一 张 量 , 故 可 写 为 
Poa See ae Ls (3.11) 
其 中 T.s 是 一 张 量 ， 这 个 场 量 Ts 就 是 Kibble 与 Sciamal 所 说 的 引力 场 “ 自 旋 ?的 
来 源 . 
得力 场 作为 规范 场 ,其 自由 场 方程 可 以 不 一 定 必须 取 拉 氏 函数 o= R 的 变 分 . 
YE Utiyama 规范 场 的 一 般 方法 , 若 原来 一 物理 场 量 4 的 拉 攻 函数 为 (24, 2x1), 这 
是 在 以 李 群 恕 的 变换 为 规范 变换 时 不 变 , 则 当 规 范 变换 定 域 化 时 ,第 一 步 把 此 拉 氏 函数 改 
为 (KA, Xi) 其 中 X41 是 由 联络 (或 规范 势 ) 工 定义 的 协 变 微分 ， 例 如 电磁 场 情形 ， 
把 拉 氏 函数 


OA OA (24: 4s | 
— „ap P’ Bee SB E A ee 3:12 
E oy axe Ox" ae 
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改 为 
L = P Aag — Abiara — Asr), (3.13) 


这 一 步 没 有 什么 人 有 异议 ,但 引进 的 规范 势 T 的 自由 场 方程 应 是 什么 , 则 有 不 同 的 看 法 . 


Utiyama 进一步 证 明 ,如 果 用 C 群 下 不 变 的 拉 氏 函数 A (1i, SEL) 的 变 分 作为 自由 


场 方程 , 则 Ao 必然 是 Fi, 的 函数 .因此 Kibble XC G 为 宦 阵 李 群 时 ) 取 

La = tr (Fw F”), (3.14) 
并 认为 这 是 最 简单 的 。 这 是 电磁 场 拉 氏 卫 数 的 推广 。 (eT UA AACR 
采用 场 方 程 


Fin) = ie (3.15) 


其 中 ss 是 物质 场 的 “ 流 ”， 例 如 当 C 为 半 单 李 群 , M 是 黎 曼 流 形 时 , 可 取 S= S, 


然后 分 别 把 指标 4 与 & 上 升 和 下 降 。 这 是 Maxwell 方程 的 推广 ,相当 于 另 一 组 Maxwell 
方程 是 Bianchi 恒等式 41.20)。 至 于 自由 场 方程 是 命 5% = 0， 最 近 有 人 中 取 G = SLO, 
C),， 构 造 拉 氏 函数 得 出 NP 方程 ;实质 上 这 并 未 得 出 引力 场 方程 ,只 是 恒等式 而 已 . 因为 
NP HERRE IJ Einstein 场 方程 成 立 , 并 且 利 用 了 Géhéniau-Debever!™ 的 黎 受 曲率 张 
量 的 分 解 , 然后 才 成 为 方程 ,否则 仅 是 恒等式 . 
现在 回 到 场 量 是 Aa G 是 洛 伦 兹 群 的 情形 . € A 代表 电磁 势 , 则 Z 是 (3.14) 式 的 
CARA BR. FE Utiyama 的 理论 , 电 人 磁场 的 拉 氏 函数 应 为 
L5 Lit Z, (3.16) 


而 场 方程 为 
3 | Zrv ga = (0, (3.17) 


RER Se= R (其 理由 稍 后 叙述 )， 当 不 考 瞳 引 力 场 的 “ 自 交 ”, 即 取 T 一 0 时 ,由 
(3.17) 式 立 得 Einstein-Maxwell 方程 ， 


R 1 
Rup — =a Nap = K (ji = + nesirat”), 


fafie = 0, fap = dap 一 Apia. 
若 我 们 的 出 发 点 不 是 回 量 场 4,, 而 是 更 一 般 的 场 X4, 它 是 如 下 的 洛 伦 兹 协 变 的 ， 
X = (#CL) DEX, 
其 中 A 是 洛 伦 兹 群 G 的 任 一 表示 , LEG, 则 当 定 域 化 时 , 即 把 上 变换 关系 改 为 
XA = (#CL(«))) gx, 
Lemay x, 相应 的 规范 势 可 由 (1.13) 式 得 之 ,并 且 其 具体 的 表达 式 亦 不 难得 出 《可 参 
[ral SC ERT 147). 
值得 讨论 的 是 自由 引力 场 方 程 ， 这 里 仅 讨 论 无 “ 自 旋 ”, 即 取 Tats = 0 情形 。 此 时 
LRH ga, 对 于 Kibble 建议 的 拉 氏 函数 (3.14) 式 此 时 化 为 
Ly 一 Ror R, 
其 中 Raw APS BAER SK, LATA, 从 变 分 
8 | La N —gd'x = 0 
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得 出 Kibble 的 场 方程 为 
1 


Rit = Roo Ro ~~ BueRopigR?” = 0, (3.18) 


而 杨振宁 的 场 方程 (3.15) 在 自由 引力 场 时 化 为 
Rew = 0, (3.19) 
利用 Bianchi 恒等式 (1.22) 及 笋 曼 几 何 的 Ricci 恒等式 : 
R w t R or T R” ram 0; 


上 方程 可 化 为 
Rigo 一 Ru 一 0， (3.19) 
其 中 Ry, 为 Ricci 张 量 ,| 而 Einstein 自由 场 方程 则 为 
Riz = 0, (3.20) 


比较 《3.18) 一 (3.20) SAI, Kibble 方程 为 四 阶 , 杨 振 宁 方程 为 三 阶 ，Einstein 方程 为 
二 阶 非 线 性 侦 微 分 方程 . 习 知 Einstein 方程 作 静 态 的 线性 近似 时 化 为 Laplace 方程 ， 这 
和 和 牛顿 的 真空 引力 场 方程 是 一 致 的 ,而 Kibble 方程 为 四 阶 ， 杨 振 宁 方程 为 三 阶 并 不 化 为 
和 牛顿 方程 . 原因 是 Utiyama 只 证 明 ,对 任何 规范 场 必 是 F% 的 函数 ,并 没有 说 是 什么 样 
的 函数 . AMOGE n X 二 窍 阵 李 群 并 且 ” 等 于 黎 受 流 形 M 的 维 数 时 ，5, 可 以 是 曲 
率 张 量 Fp RAR. 因为 可 以 作 如 此 的 并 缩 Pe” 而 他 之 为 So, 但 Kibble 的 
MERRE Frw BIZKAR, ERREEN IER, 不 过 Einstein PALER RA ROE 
法 推广 到 一 般 规范 场 , 而 Kibble 的 对 一 般 地 G 为 矩阵 李 群 皆 可 以 , 而 杨振宁 场 方程 甚至 
一 般 的 李 群 痛 可 以 ， 


四 、 平 行 射线 平面 波 (pp 波 ) 


平行 射线 平面 波 的 几何 意义 是 四 维 双 曲 黎 曼 空间 M 中 存在 一 平行 射线 向 量 场 #*， 即 
e 为 类 光 的 且 适 合 


SH iiw = 0, (4.1) 
Ehlers-Kundt65 证 明 可 选取 坐标 使 度 规 化 为 
d? = (dx! ¥ + (dx Y — 2H(dx?)? — 2dx30x4， (4.2) 


HERH PEA r HILDA: 


G-a abbe g 
13 31 Ox! U23 32 ðr? 33 Ox?” 


加 -器 二 -器 see {fas 
33) Axl? B33) Gx? uv 


OH OH 
一 515, 
| (8x1) se md 

MRE WLC 4.2) size Einstein Ae 2 (RAMA 
es (4.3) 


BY e 
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其 中 
g? ‘en 
A Csi” Cx 
由 于 
OR _ Je _jP n 
Kaa Ox” nee | 人 Ps 
政 杨振宁 方程 为 
OAH o v = 1,2, 4. 
Ox’ 

因此 度 规 (4.2) 式 是 杨振宁 方程 之 解 ,只 顷 


AH = f(x’), 
E fee ERB. 
至 于 Kibble HE, RMN ot R (3.18) 式 两 边 ,并 对 指标 uo > 求 和 , 利用 恒等式 


1 OR 
Ri ie = 7 Br 
可 得 
oR ð ( ee oR) 一 
a = 08 一 58 一 一 ) = 0, 
《人 u URE ae V 一 5 Bx 
故 度 规 (4.2) 式 是 Kibble 方程 之 解 ,必须 


AAH = 0. 
BI AS at, x? 必须 是 双重 调和 函数 , 亦 即 必 有 4 
AH = h(x, x’, x°), 
FE A Xf x1, 妇 是 任意 的 调和 函数 ， 
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THE YANG-MILLS FIELDS AND THE CONNECTIONS 
OF PRINCIPLE FIBRE BUNDLES 


K. H. Loox 


(Institute of Mathematics, Academia Sinica) 


ABSTRACT 


The relation between the theory of Yang-Mills fields and that of connections of 
principle bundles is established. It is proved that the new definition of the Yang- 
Mills field suggested by Yang is equivalent to the parallelism along a curve. The 
field equations proposed by various authors are discussed. A solution without sin- 
cularity is given to Yang’s field equations. 


